



































dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2, (1)
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表 1 ブラックホールの種類
回転しない (a = 0) 回転している (a  0)
電荷を持たない (Q = 0) Schwarzschild black hole Kerr black hole
帯電している (Q  0) Reissner-Nordstro¨m black hole Kerr-Newman black hole
によって記述される．ここで，r, θ, ϕは極座標系においてよく用いられる変数を表し，M はブ
ラックホールの質量とする．質量と電荷を持つブラックホールはライスナー・ノルドストロム
ブラックホール (Reissner-Nordstro¨m black hole)と，質量と角運動量を持つブラックホールはカー
ブラックホール (Kerr black hole)と呼ばれている．さらに，質量，電荷，角運動量，これら 3つ
のパラメーターを持つブラックホールはカー・ニューマンブラックホール (Kerr-Newman black
hole)と呼ばれ，その時空の計量は
ds2 = − Δ − a
2 sin2 θ
Σ
dt2 − 2a sin
2 θ
Σ
(r2 + a2 − Δ)dtdϕ
− a












Σ ≡ r2 + a2 cos2 θ, (4)
Δ ≡ r2 − 2Mr + a2 + Q2, (5)
を定義した．ここで，Qはブラックホールの電荷を表す．したがって，4次元において一意性
定理を満たすブラックホール解の中で最も一般的なブラックホールはカー・ニューマンブラッ
クホールであると言える．実際，カー・ニューマン計量 (2)において Q = 0とするとカー計量
を，a = 0とするとライスナー・ノルドストロム計量を，さらに Q = a = 0とすることによって
シュバルツシルト計量を得ることが確認できる．
ここで，一般的なカー・ニューマン計量を用いてブラックホールの時空を考えることにしよ
う．まず，カー・ニューマン計量 (2)は漸近的に平坦である，すなわち，r → ∞でミンコフス
キー計量 (Minkowski metric)




ds2 ≡ gμνdxμdxν (7)







0 0 −a sin
2 θ
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(r2 + a2 − Δ) 0 0 −a









の場合，ホライズンは時空の計量が発散する点 grr = ∞，すなわち，
Δ = 0, (10)
の場所に現れる．(5)を用いて，ブラックホールの中心からホライズンまでの距離を求めると
r± = M ±
√
M2 − a2 − Q2, (11)
となる．この式を用いることによって，(5)はまた






ホライズン上 (r = r+)では時間座標 tと動径座標 rが一定，すなわち，dt = dr = 0なので，そ
の内在的計量は (2)によって，
ds2 = −a
2Δ+ sin2 θ − (r2+ + a2)2
Σ+
sin2 θdϕ2 + Σ+dθ2, (13)
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gθθ(r+)gϕϕ(r+)dθdϕ = 4π(r2+ + a
2), (14)
と求めることができる．また，ホライズン上で Δ+ = r2+ − 2Mr+ + a2 + Q2 = 0であることから，
我々はブラックホールの面積を
A = 4π(2Mr+ − Q2), (15)




dA + ΩHdL + ΦHdQ, (16)
を得る．ここで，κ, ΩH, ΦH は
κ ≡ r+ − M
r2+ + a2
, (17)
ΩH ≡ ar2+ + a2
, (18)

















第 1法則 dE = TdS − dW dM = κ
8π
dA + ΩHdL + ΦHdQ
第 2法則 任意の過程において δS ≥ 0 任意の過程において δA ≥ 0
第 3法則 物理的な過程によってT = 0には到達で
きない
物理的な過程によって κ = 0には到達で
きない
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関係は次の通りである．熱力学第 0法則は素朴に言えば，「3つの系 A, B, Cについて，Aと B
























































































ΔS BH + ΔS C = Δ(S BH + S C) ≥ 0, (25)


































φ  eiS , (26)
を用いて波動関数による確率振幅 Γ
Γ ≡ |φ|2 
∣∣∣eiS ∣∣∣2 , (27)





Γ  e−8πMω, (28)
となる．ここで，ωは放射された粒子の持つエネルギー，M はブラックホールの質量を表す．























dr2 + r2dΩ2, (31)
50 梅津　光一郎
によって与えられる．ここで，dΩ2 は 2次元単位球面を表す．この計量は r = 0と r = 2Mにお
いて特異点を持つ．r = 0での特異点は曲率特異点とも呼ばれ，取り除くことができない特異点
であるのに対して，もう一方の r = 2Mでの特異点は単に座標の選び方が悪いために生じる見か
けの特異点と言われる．
この見かけの特異点を取り除くために，彼らはパンルベ座標 (Painleve´ coordinates)
tp = t + 2
√





































−μm dsdt dt, (35)
によって定義される．ここで，Lはラグランジアン (Lagrangian)













































r˙p − r˙2p, (39)
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H = pr˙ − L(r, r˙), (42)
によって定義される．ハミルトニアン (42)に (41)を代入することによって
















たいとき，この時点で μm = 0とすれば正しい結果を得られることはよく知られている．(43)に


































































となる．(27)より，我々は作用の虚部に興味がある．ホライズンで t → ∞となるシュバルツシ
ルト時間 tと異なり，パンルベ時間 tp はホライズン上でも有限になることが知られている．こ
うして，我々はパンルベ時間 tp の使用により，第 2項は積分区間・被積分関数ともに有限であ
るため作用の虚部が現れない．一方，第 1項は積分区間は有限であるものの，被積分関数に極












dM′dr + (real part), (48)
を得る．正エネルギー解に対するファインマンの i 処方 (Feynman’s i prescription)またはソホ
































+ (real part), (49)
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を得る．ブラックホールの質量は Mから M −ωへ変化するので，動径座標 rの範囲は rin = 2M






+ (real part), (50)
と作用を求めることができる．したがって，準古典的なWKB近似の確率振幅 (27)は




Γ  e−8πωM = e− 2πκ ω, (52)
























√−ggμν(∂μ + ieVμ)φ∗(∂ν − ieVν)φ + S int, (54)
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φ + S int, (56)
を得る．ここで，軌道角運動量
Lˆ2 = − 1
sin θ
∂θ sin θ∂θ − 1
sin2 θ
∂2ϕ, (57)


















































φlmYlm + S int, (60)
を得る．ここで，角運動量演算子 Lˆ2 と Lˆz に対する固有値方程式
Lˆ2Ylm = l(l + 1)Ylm, (61)














































− ∂r∗ (r2 + a2)∂r∗





φlmYlm + S int, (64)
となる．
ここで，我々はホライズン近傍領域においてこの作用を考える．ホライズン近傍，すなわち，





























を得ることができる．ここで，r → r+ での f (r+) = 0を用いることによって，S int を無視した．
この直感的な理解としては，ホライズン近傍において非常に高エネルギーの理論となるため，





















































dθdϕ sin θY∗l′m′Ylm = δl′ ,lδm′ ,m, (69)
を用いた．
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作用 (68)の形から，我々はホライズン近傍において，物質場 φlmを有効的にディラトン (dilaton)
Φ,計量 gμν, 2つのゲージ場 Vμ, Uμ
Φ = r2 + a2, (70)
gtt = − f (r), grr = 1f (r) , grt = 0, (71)
Vt = − Qrr2 + a2 , Vr = 0, (72)























































ホライズンを越える現象を考えるため (33)で用いたように，この有効的な 2次元の計量 (76)
に対するパンルベ座標の時間成分は


























dtpdr − dr2, (79)






























































+ (real part), (81)
となる．ここで，rout と rin はそれぞれ，
rout = M − ω +
√
(M − ω)2 − a2 − Q2, (82)
rin = M +
√
M2 − a2 − Q2 = r+, (83)















rout  r+ − r+r+ − Mω +
r+(r+ − 2M)





















を得ることができる．放射された粒子のエネルギー ωがブラックホールの質量 M に比べて十
分小さいとき，すなわち，M 
 ωのとき，確率振幅 (87)は
















次の補正項を具体的に評価した論文は過去にない．ちなみに，(87)の補正項において r+ = 2M,
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Derivation of Hawking Radiation on the Basis of Quantum
Tunneling and Dimensional Reduction near the Horizon
Koichiro UMETSU
Abstract
The black hole radiation which is commonly called Hawking radiation, is one of very interesting
phenomena where both of general relativity and quantum theory play a role. In the paper, it is shown that
the derivation of Hawking radiation on the basis of the quantum tunneling is very simplified by using the
technique of the dimensional reduction near the event horizon of a black hole. Furthermore, in the case of
a rotating black hole, we concretely derive the eﬀects of the back reaction which is one of advantages in
the approach.
Keywords: black hole, Hawking radiation, tunneling mechanism, dimensional reduction, back reaction
